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HEC 2014 Probléme nlE 221

— La fonction de répartition de la loi normale centrée réduite est notée
D,

— La notation exp désigne la fonction exponentielle.

— Les trois parties du probléme sont trés largement indépendantes.

Partie I. Un équivalent d’une intégrale

e Enl
Posons X =1—z (1—2z)ln(l-—2z)=XIhX
Quand z — 1, X — 0,X In X — 0 (croissance comparée)
Donc il—>ml N(z)=-1

e Or N est strcitement décroissante sur [0; 1], donc —1 < N(z) < 0.
(On a aussi —1 < N(z) < 0 pour z €]0;1[)

1. |Soit N la fonction définie sur l'intervalle [0,1[, & valeurs réelles, telle que :

N(z) =22 -2z —2(1 —2)In(1 — 2).

Soit f la fonction définie sur lintervalle |0,1], & valeurs réelles, telle que :

a. | Montrer que la fonction N est de classe Ct sur [0,1].

Pour z € [0;1[, 1 — = €]0;1] Donc In(1 — z) est définie.
Par composée et somme de fonctions C1, N est C1 sur [0;1]

b. ’Montrer que pour tout € [0,1[,ona: In(l—=z)< —=z.

Posons f(z) =In(1 — ) 4+ = pour z €]0;1]
f est de classe ¢! et
—1 —T
/
= — 1 = —
/(@) 11—z * 1—2 <0
f est donc décroissante sur [0; 1] Or f(0) =0
Donc, sur [0;1], f(z) <0 <= In(l —z) < —x

On peut également montrer ce résultat par un argument de concavité.

c. |On note N’ la fonction dérivée de la fonction N.

Montrer que pour tout z € [0,1[, on a N’ (z) < 0.

N(z)=2% -2z —2(1 —z)In(1 — ).
N'(z) =2z —2—2(1 —x) 1_ —2(—1)In(1 — x)

=2r—2+2+2In(l —x)
=2z +2In(1 —x)
Orln(l —z) < —z=2x+2In(l — ) <0 pour z € [0;1]

d. ’En déduire pour tout x € [0,1[, un encadrement de N(z).

e N(0)=0
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z+In(l —x)
flz) = _QT
a. ’Chercher le développement limité en 0 & 'ordre 2 de In(1 — x)
72
In(l+z)=x— 1 + o(z?)
22

=Ih(l—-z)=—-z— ?—i-o(a:Q)

b. |Calculer lin% f (z). En déduire que la fonction f est prolongeable par
T—

continuité en 0.
On note encore f la fonction ainsi prolongée.

22
In(l—z)=—z— 5 T o(x?)
.1!2
r+In(l—=z)= -5 + o(z?)
r+In(l—2z) 2%+ o(2?)
= lim f(x) =1

z—0

X

lim f(x) est finie.
z—0

Donc f est ptrolongeable par continuité en 0 en posant f(0) =1

c. |Sous réserve d’existence, on note f’ la fonction dérivée de f

N
Montrer que pour tout = € |0,1[, on a : f'(z) = _2x3(1(i)m)'
f est dérivable comme quotient de fonctions dérivables
z+In(l —=x

12
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(x +In(1 —z))2% — (z + In(1 — 2))(z?)

fl(x) = -2 oL
(1= ——)2% = (o +In(l - ) )20

= _9 -
1-4

_ _2(1 —x — 1)3:2 —1=z)(z+In(1—-2))2x)
(1—xz)at

_ _pmr =20 —w)(e+In(l—2) )

(1—x)a?

_ 2—3;2 — 27 4222 —2(1 — 2)In(1 — z)

o (1— )23

B 2x2 -2z —-2(1—2)In(1 —x)

o (1—x)a3

_ N(z)

BT

d. | Dresser le tableau de variation de la fonction f sur [0,1].
En déduire que f réalise une bijection strictement croissante de [0,1]
dans [1, + ool.

e Onavuquesur|0; 1], =1 < N(z) <0
Donc f'(z) > 0 sur |0;1]
De plus f est continue sur [0; 1]
Donc f est strcitement croissante sur [0; 1]

e f(0)=1
Quand ¢z — 17,
z+In(1 —x)

l-z—0t=1In(l-2) 5 —00 = ———5—~ — —00
x
D’ou lim f(x) = +o0
rz—1
e f est continue et strictement croissante sur |0 ;1[, donc f réalise une
bijection de I = [0; 1] sur f(I) = [1; +o0]

On pose pour tout n € N* et pour tout = € [0,1] :

() = exp (-2 (o))
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Etablir la convergence de I'intégrale fol gn () dx. On pose alors pour
tout n € N*: I, = fol gn (x) dx.

La fonction f est continue sur [0; 1], donc g,, est continue sur [0; 1]
L’intégrale est impropre en 1.
Or

lim f(z) = +o0

T—1~
na?
= lim fo(x) = —00

r—1—

= lim g,(x) =0
rz—1~
On peut donc plrolonger g, par continuité en 1 en posant

gn(1) =0
et donc l'intégrale I,, converge.
L’intégrale ici n’est pas vraiment impropre. Cela se produit
a chaque fois que la fonction admet une limite finie 1la ou
la fonction n’est pas continue

2
Montrer que pour tout x € [0,1], on a : 0 < g, (x) < exp (—%)

e Sur [0;1], gn(z) >0
e Pour tout x € [0;1[,f(z) > 1
_na?

2

TLl’Q

= gn(x) < exp <—2> car exp croissante sur R

En déduire 'encadrement : 0 < I,, < /2% (®(y/n) — 1)

e Pour tout z € [0,1],
0 < gule) < exp (257

1 1 2
= 0 < / gn(x)dx < / exp <_m7> dx
0 0 2

(bornes dans le bon sens)

car 0 < 1
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e Faisons le chagnement de variable suivant : ¢t = \/nx

1

=1 t=yn
Bornes.{gv_0 F—0

/1 < nz2) g /\/ﬁ ( t2> 1 it
exp| —— | dz = exp| ——= )| —=
0 2 0 2 ) \/n

n
27 1
— P -
n[wm J
e Donc 0<I, < 2% (‘I’(\/ﬁ) - %)
d. | Montrer que pour tout n € N, ona:0< 1, <./5-
1
Poyur z > 0, 3 < ®(z) < 1 = &(/n) — 3 < iD’ou

2 1 T
<y = xs=,]—
n 2 2n

1

4. | Soit (vn), ey~ la suite réelle définie par : pour tout n € N*, v, = =)

a. ’Montrer que pour tout n € N*, ona:0<wv, <1.

1
n>1l=n+2>3>e=hn+2)>1=>0< —= <1
In(n + 2)

=0<y,<1

b. |On pose pour tout n € N* : w, = f (v,). Etablir la convergence de la
suite (wn),,cn+ ; déterminer sa limite.

Ona lim In(n+2) =400 = lim v,=0
n—-4o0o n—400
= EI_P f(vn) = f(0) car f continue en 0

= lim w,=1
n——+0oo
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Dou lim w, =1
n—oo

Etablir pour tout n € N* les inégalités suivantes :

Un Un nxQ
I, > / gn (7) dx > / exp <—2wn> dx >
0 0

1 UnA/MWn, u2
/ exp <—> du
nwy, Jo 2

o v, <1
1 VUn 1 Un
= 1= [ gu@do = [ “gn@yde+ [ gu@)dn> [ gu(a)da
0 0 Un 0

T
car gn(z) > 0 sur [vy; 1]

2
e g, (r) =exp <—%f(:n))
Or f est strictement croissante sur [0;v,] Donc pour x € [0;vy,],

f(x) < flon) = wy

1
e Posons t = \/nw, x = dz = dt
" /nwy,
Bornes Tr=v, t=uv,/nw,
r=0 t=0

Un nx2 Un/MWn 2 1
exp | ——w, | = / exp (—) dt
/0 < 2 n) 0 2 \/NWn,

1 /T 2 .
= —— ) dt
awl ()
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d. |Etablir pour tout n € N*, ’encadrement : = O (vp\/nwy,) — 1
2 1 [2n 1
N <‘I’(Unvnwn) - 2) <Ip . <1 =2 (‘I)(Un\/M) - 2) —1
e On a vu précédemment que : 0< I, <3, Or Vin = 1
. 1
= I/ <1 inglfm\/wfn@@“”w”)_z):l
e D’autre part : Donc par encadrement
1 vn\/m t2 . 2n
— 1 I,/ —=1
I”Z\/m/0 eXp( 2)6” nso M\ 1
Et
1 Up /Ty 2
—— ) dt . cals . .
nw, /0 P ( 2 > Partie II. Quelques propriétés asymptotiques de la loi de
5 1 T 9 Poisson
= —— exp | —— ) dt
\/NWn /27 /0 P < 2 > Les notations sont identiques & celles de la Partie I.
2 p *
— d _® 5. | On pose pour tout réel z > 0 et pour tout n € N* :
Vo (@) - 9(0) o
5 Jo(x)=1—e€"" et In(z) = '/ t"etdt
=1, > (P (vny/nwy,) — ®(0)) n-Jo

nwy, ’
a. | Calculer pour tout réel z > 0, Ji ().
2n 2n | 27 ’
= Iny/ - > \/?, / e (®(vn/nwy,) — 2(0))

Jl(x)—/ te~tdt

0
= I, /2£ > 2 <¢’(Un /nw,) — 1) Par intégration par parties.
s A/ Wn, 2 ,
Posons u(t) =1 wit)=1
V() =et v(t)=—e!
2
e. |En déduire lim 14/ Ty u et v sont de classe C! sur [0; x].
n——+00 T =
1 vn Ji(z) = [~tel], —/ —e tdt
A/ = —_— / Y @/ 0
Uny/Ttn In(n + 2) Vi In(n + 2) Wn 0
= —ze " — e}
Quand n — 400 0
I R
H\/iz) — +oo (croissance comparée) - e e +1
e b. | Etablir pour tout réel 2 > 0 et pour tout n € N*, la relation :
wy, > 1= Jw, —1 1
_ - .n,—x
= Up /MWy, — +00 In(x) = Jp—1(x) e
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1 [* ‘
Jn(x) = — t"e "t dt
)= |
Par intégration par parties.
u(t) =t" W/ (t) =nt"!
Posons { V(t)=et w(t)=—e!

u et v sont de classe C! sur [0; z].
T

Jn(z) = 1 ([—t”.etm — —nt"letdt)

- nl

S~

1
= —Em”e_x + Jp—1(x)

En déduire pour tout réel > 0 et pour tout n € N*, une expression
de J,, (z) sous forme de somme.

1
On a Ji(x) = Jr—1(x) = —H:Uke_”” pour k > 1
n n 1 Y
Donc Z(Jk(a;) — Jg—1(z)) = — Ha:ke
k=2 k=2

Par télescopage :

1
In(z) — Ji(z) = — Ezke_m

k=2

. 1 k_—x
= Jyp(z) = Ji(z) — e e
k=2
—x —x = 1 k_—=x
=1l—-e"—ze H$
k=2

Montrer que pour tout n € N* D'intégrale f0+oo t"e~tdt est conver-
gente et calculer sa valeur.
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Quand x — 400, 2¥e™® — 0 (croissance comparée)
T—+00

n

. 1 k_—x

Don lim g Eme =0
k=0

= lim Jy(z)=1
T—+00

+oo
Donc l'intégrale / t"e~!dt est convergente et :
0

+oo
/ t"e tdt = lim nlJ,(z) =
0

T—+00

A T'aide du changement de variable ¢ = n(1 — x), montrer que pour

tout n € N* on a :
n

e
I, =n!

I, = /Olgn(:c)dzn _ /01 exp (—nff(w)> dx

2 In(1 —
nat o Tt n(2 a:))dx
T

(
:/Olexp (e x 202 ) g

2
1
- / exp [n(z + (1 — 2))] da
0
-1
En posant t = n(l — z) = dt = —ndzr = dx = th
t

Et r=1-——

B : = ==
ornes —0 t=n

1
I, _/0 exp [n(z + In(1l — z))] dx

_ /no exp [n(l ~ Ly m(e/my) %dt
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0 -1 "1
/ exp 1—— —|— In(t/n) Wdt = Ju(n)=1- —'nke_" =1—-P(S, <n)
0 k=0
—/ exp | n—t—i—nlnt—nlnn)]_—ldt = P(Sp <n)=1=Ju(n)
n
/ exp[n —t+nlnt —nlnn)] 1dt nd
= X — —
L el n ¢ P(Suzn)=1-P(S,<n—1)=1-3 P(S, =k
k=0
:/ et X e nlnt > e—nlnnldt .
=1- e "—
1
= / e xe” "xnT" x —dt k=0 i
0 n n
n 1y .
— o % 7 % 1/ o=t s (" dt On a vu que Jp(z)=1-— —!:pke
n n Jo k=0
e 1 n n—1 n—1
— |7 —t n 1 —x 1 —-n
R L 0 e xihdt = Jp_1(x) =1— Eafke = Jp_1(n) =1— ane
on k=0 k=0
= — ! X Jn(n) P(S, > n) = Ju_1(n)

7. | Pour tout n € N*, on note h,, la fonction définie sur R & valeurs réelles,
telle que : hy(x) = z™e™".

Soit (Xy),cn+ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur

un espace probabilisé (2,,4,P), de méme loi de Poisson de parametre 1.
n

a. | Etudier les variations de h,, sur R,.

On pose pour tout n € N* :

Su =3 Xi.
i=1

h,, continue et dérivable sur R
B! (z) = na"le™® + 2" (—e7 %) = 2" le™%(n — )
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Rappeler, sans démonstration mais en citant le résultat de cours uti-
lisé, la loi de la variable aléatoire S,.

Sy est une somme de varaibles indépendntaes suivant des lois de
Poisson. Donc S,, suit une loi de Poisson de paramétre 1+---+1=n

Exprimer pour tout n € N*, P([S,, < n]) et P([S,, > n|) en fonction
de Jp, (n) et J,—1 (n) respectivement.

=2 "%
k=0
Jp(x) =1— —xke_x

S<n

ZP

On a vu que

6/ 11

h(x) >0 <= n—2z>0 < z<n
Donc hy, est croissantr sur [0;n] et décroissante sur [n; +oo]

b. |Etablir pour tout n € N*, la relation :

P([Su1 < n+1]) = P([S, < n))

1

n+1
=~ / (hnt1 (t) = hnya (n)) dt

1 xX
In(z) = n'/ t"etdt
tJo

P(S, <n)=1-J,(n)
:>P(Sn+1 §n+1):1—Jn+1(n+1)

Donc
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P(ISup1 < n+1]) = P([Sy < 1)) = Ju(n) = Jsa(n + 1)

1
Or In(x) = Jp—1(x) — Em"e*z

n+16—x

= Jﬁ+1($):: Jﬁ(x)__ 014—1)!$

1 —n
= Jpt1(n) = Jp(n) — nt 1)!71”“6

n+1_—n

= Jn(n) = Jpr1(n) + n"tle

(n+1)!
Donc
P([Sus1 < n+ 1)) = P(IS, < n))

= n+1(n)ﬁ—zai;767nn+1€_n——Jﬁ+101+‘1)
n

— 1 j/tn+le—1t(ﬁJr 1 nn+le—n
(n+1)! (n+1)!
0

n+1
R / e tdt
(n+1)!
0

n+1
1

= - t"Hetdt
(n+1)! / c +

n

1 n+1 1 n+1
=—— t" e tdt + n"tlendt
CESIA CEDA

——ot " ()t / " ()t

= _(n—Il—l)! </n”+1 hn(t) — hn+1(n)dt)'

c. |En déduire que la suite (P([S, < n])),cn- est décroissante.

On sait que hy41 est croissante sur [0;n + 1]
Donc, pour t € [n;n + 1], hpt1(t) — hpt1(n) >0

n+1
/ hpt1(t) = hpg1(n)dt >0 carn<n+1

=
= P(ISus1 < n+ 1)) = P(ISy < n]) <0
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€.

La suite (P([Sy, < n])) est donc décroissante.

Etudier la monotonie de la suite (P([S, > n])),cx--
On a: P(S, >n)=J,—1(n)
= P(Spy1>n+1)=J,(n+1)
Donc
P(Sp41>n+1)—P(S,>n)=Jp(n+1) — J—1(n)
Or )
In(x) = Jp—1(x) — mx”e_“”
1
= Jy(n) = Jh—1(n) — ﬁn”e n
!
= Jp—1(n) = Jp(n) + ﬁn”e n
D’ou : '
P(Sp41>n+1)—P(S, >n)
1 n,—m
=Jp(n+1)— Ju(n) — e
I L[ 1
== t"e"tdt — / t"e"tdt — —hy(n)
n! Jo n! Jo n!
1 n+1 1 n
— [ maa- n,/o o (n) it
1 n+1
-1 < /n (1) — hn(n)dt>
Or la fonction h,, est décroissante sur [n; 4o00[
Donc, pour t € [n;n + 1], hn(t) — hp(n) <0

n+1
:»/ ha(t) — ho(n)dt < 0

= P(Sp4+1>n+1)—P(S,>n) <0
La suite (P([Sy > n])) est donc décroissante.

Montrer que les deux suites (P([Sn, < n])),en- €t (P([Sn < 1)), cne
sont convergentes.

Les deux suites sont décroissantes et minorées par 0, donc elles sont
toutes deux convergentes.
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Partie III, Médianes : cas des variables aléatoires discrétes ! = !
et des variables aléatoires a densité =2 (r=kPX =k)+ kz(k —r)P(X =k)+ kZ“ —k)PX =k)
k=0 =0 =0
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé = = = B
(Q,A,P), de fonction de répartition F. On appelle médiane de X , tout =2) (r=kPX =Fk)+ Z kP(X =k) - TZ:P(X =k)
réel m vérifiant les deux conditions : P([X <m]) > 3 et P([X >m]) > 1. k:(l) h=0 h=0
On admet qu’un tel réel m existe toujours. — 9N (r— B)P(X = k) + B(X) —r
k=0
10. | Dans cette question, X est une variable aléatoire discréte & valeurs dans
N admettant une espérance E(X). r—1 r—1
b. [Montrer que : > F(k)=> (r—k)P([X =k])
k=0 k=0
a. | Montrer que pour tout r € N*, on a : . .
r—1 rT— rT—
BX =) = B(X) —r+23_(r— k) P([X = K]). D F(k) =) P(X <k
r € Nx :rlzk:P(X:i)
Pour k € N, k=0 i=0
lk—rl=k—rsik—r>0 < k>r -
‘k—”/":’/’—.kSik—T<0<:>k<7‘ _ P(X:’L)
|k—r|=0sik=r o<hoi_1
Donc O=isk
+0o0 = P(X = Z)
E(X —r))=>_|k—r|P(X =k) 0<isk<r—1
k=0 r—1r—1
r—1 400 = P(X = 'L)
= lk—r|P(X =k)+ Y _|k—r[P(X =k) i=0 ki
k=0 k=r r—1 r—1
r—1 +oo :Z P(X:Z)Zl
=Y (r—k)P(X =k)+ > (k—r)P(X = k) i=0 =i
k=0 k=r r—1
i S P(X =i)r—1)—i+1]
=Y (r—k)P(X =k)+ > (k—r)P(X = k) i=0
k=0 k=0 r—1
r—1 = P(X =1i)(r —1)
— > (k=r)P(X = k) i=0
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En déduire que pour tout r € N*, on a :

BX —r) =) +2'S (F ) - )

r—1
E(|X —r)=E(X)—r+2> (r—k)P(X =k
k=0
r—1
=EBE(X)—r+2) F(k)
k=0

r—1 r—1
=E(X)-> 1+2) F(k)
k=0 k=0

~ B(X) + 222_::: (F(/-c) - ;)

c. | Soit m une médiane de X. On suppose que m € N*.
Déterminer, pour tout r € N*| le signe de

E(X =) = E(|X —m]).

Conclure.

E(|X —r|)=E(X)+

DO

o~

Il

o

VRS
!
—
w
N—
|

N —

~_

E(|X —m|) =E(X)+

[\)
3
L
—
ﬁ
=
|
N |
~

D’ou

(X —r)) — B(X —m]) = 2 (Z (F-5) - T: (r

e lercas:r<m:
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=>1-P(X <
= P([X <m])

Or pour k € [[r;m — 1]],
kE<m-—1

= Fk)<Fm—-1)=P(X <m-—1)=F(m)

m—1 1
:>kz_; <F(k)—2> <0
=FE(|X—-r])—E(|X—-m|) >0
e 2éemecas:r=m
Alors E(|X—r|))—E(|X—-m|) =0
e Jémecas:r>m

Dans ce cas :

r—1 1

BIX o)~ B(X ) =2 3 (Ft0 - 3)
Or P(X <m) >3
Pour k € [[m;r —1]]

k>m
= F(k) > F(m) >}
= F(k)—3>0

r—1 1

;»l;n<F(k)—2> >0

=E(X—-r))-E(X—-m|]) >0
e Conclusion : Pour tout r € N, E(|X —r|) — E(]X —m]) >0

11.

Dans cette question, X est une variable aléatoire a densité dont une
densité f est continue sur R.

On suppose que X admet une espérance E(X). Soit M la fonction de R
dans R définie par : M(z) = E (| X — z|).
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Etablir pour tout = > 0 I’encadrement G(-z)=P(-X < —z)=PX >z)=1-F(z)
+oo D’ou : lim —z(F(x))=0
— d T——00
0<z(l-F(x)) < /gg tf(t)dt N li)r_n (P () = 0

e VzeR 0< F(x)<1
= 1—-F(z)>0
= z(1—F(x))>0 car x > 0

e Pour t € [x; 00|
t<cx

= t.f(t) <. f(t)
= /+oot.f(t)dt < /+OO . f(t)dt

T

<
>

Les intégrales convergent respectivement parce que X admet une
espérance et f est une densité

— +oot.f(t)dt <z - f(t)dt
/ /

:¢/+mtﬂﬂﬁ§mU—JW@)

Etablir pour tout z réel, la relation :

M(:z:):/m F(t)dt+/+m(1—F(t))dt

—0o0 xT

En déduire que lim x (1 — F (z)) =0.

—+o00
+o0
X admet une espérance, donc / t.f(t)dt converge
—+00 -
Donc xkrfw ; t.f(t)dt =0

Donc, par encadrement : lim z(1—F(x))=0

r—r-+00

En considérant la variable aléatoire —X, montrer que

lim zF (x)=0.

T——00

En appliquant cette propriété & —X, on botient
lirf y(1 —G(y)) = 0 avec G la fonction de réaprtition de —X
y—+00

En posant y = —x, on obtient :
xll}l}loo —z(1-G(-x)) =0
Or

8 mai 2018
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M(z) = E(X - )
+o0
= [ i als

T +oo
:/_ yt—a;f(t)dt+/ |t — x| f(t)dt

Or
pourt <z, |t —x|=—t+x
pourt >z, |t —x|=t—=x
Donc N oo
M(:(:):/ (—t+x)f(t)dt+/ (t—z)f(t)dt

Etudions séparément les deux intégrales :

e Posons I(a) = /x(—t +x)f(t)dt
Faisons une inté%ration par parties :
{ u(t)=—t+z d(t)=-1
V(t) = fE) o) = F()

u et v sont de classe C! sur R. D%nc
I(a) = [(—t + 2) F(O))F — / _F(t)dt

=[0—(—a+2z)F(a)] + /I F(t)dt
=aF(a) — xF(a) + /w F(t)dt

Onavuque lim aF(a)=0etona: lim F(a)=0

a——00 a——0o0
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Donc / " (ct+a)f(Wdt = lim I(a / Pt

e Psons J(a) = /a(t —x)f(t)dt

{u(t):t—:c u'(t) =1
V() = f(t) () = F(t) -1

u et v sont de classe C1 sur R. Donc -

Ja) = (¢~ a)(F®) - D - [ (F() - s

a

=[0—(a—x)(F(a) —1)] +/x(1—F(t)) dt

=a(l — F(a)) —z(1 - F(a)) + /w(l — F(t)) dt
Onavuque lim a(l—F(a))=0etona: lim 1—F(a)=0

a——+00 a——+00

+00 +oo
Donc/ (t—2)f(t)dt = lim J(a) :/ (1—F(t))dt

a——+00
o En rassemblant les deux intégrales :

M(:p):/x F(t)dt+/+oo(1—F(t))dt

—0o0

c. | Montrer que pour tout couple (a,b) € R?, on a :

b
M(b) — M(a) = / (2F(t) — 1)dt.

M(b) — M(a) = Ub F(t)dt + /+OO(1 — F(t))dt]

—0o0

- [ | F(t)dtb+ / a- F(t))dt}
-/ ; Pyt + /b “a- F(t))dt]
e o
/F yit+ [ (1= Pt
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= /bF(t) — (1= F(t)))dt

= /b(2F(t) —1)dt

d. |On note m une médiane de X. Montrer que m est un point en lequel
la fonction M atteint son minimum.

P(X <m) > et P(X >m) > 3. Comme X est une variable &

densité, cela revient a avoir : F(m)>31etl1—F(m)>1
c’est-a-dire : F(m) =3
D’autre part, on a : M(b) — M(m) = /b(ZF(t) —1)dt
e lercas: b<m "
M(b) — M(m) = — /m(QF(t) —1)dt
Pourt € [bym], t< fn = F(t) < F(m) car F croissante
= F{)<1/2 = 2F@t)—1<0
= /bm(QFt)—l)dtSO car b<m
= M(b)—M(m)>0

e 2crcas:m<b
b

M(b) — M(m) = | (2F(t) - 1)dt

3\

Pourt € [mb], m<t = F(m)<F(t) car F croissante

= F{)>1/2 = 2F@t)—1>0

IN

N /b(ZF(t) “Ddt>0  carm<b
= M(b)

—M(m) >0

e Dans tous les cas, M (b) > M(m)
Donc m est un point en lequel M admet son minimum.



